「三角形の垂心の軌跡」と教材研究
対　象：　５年Ａ組（特進理系）（女子６名）

日　時：　2007年3月13日（火）

第1･2校時　(8:40-10:20)

場　所：　普通教室（１４１３）

指導者：　小野田　啓子

1． 単元名　「三角形の垂心の軌跡」（課題学習）

2． 単元設定の理由

（1） 教材化までの過程

　　　三角形の五心（内心，外心，重心，垂心，傍心）のうち，垂心や傍心については，教科書ではその定義と証明を扱う程度の機会しかなく，生徒にとってあまり馴染みがないように思われる。しかし，垂心や傍心さらに曲線などを含めた図形の幾何的な関係の中には，大変美しい性質が潜んでいるように思う。こうしたきれいな性質に出会って，心を動かされる経験は，数学への興味や関心につながるはずである。そこで，図形や曲線の性質の探求という目的と，曲線を幾何的な定義や性質からみることで，曲線を代数的に捉えるだけではなく，幾何的な捉え方をすることのおもしろさを感じてもらいたいと考え，次に述べるような過程を経て，教材化を試み授業を行った。実施時期としては，数学A，数学Ⅱの軌跡を履修したあとで，数学Cへの橋渡しとしてもいいのではないかと考えている。

　この問題は，三角形の垂心の位置を，GRAPESを使って調べているうちに見つけた事実から始まっている。三角形の頂点をいろいろな図形，例えば直線や曲線の上に取って動かしてみる。そのときの内心，外心，重心，垂心の軌跡を，GRAPESの残像機能を使って描いてみた。それぞれの「心」は様々な形の軌跡を描いた。その中で垂心の軌跡は，他の「心」に比べておもしろそうな曲線を描くために興味をもった。

　三角形の頂点をいろいろな双曲線の上で動かしたとき，垂心の軌跡は双曲線を描くように見える。特に，「直角双曲線」上で三角形の頂点を動かしてみると，その三角形の垂心は同じ双曲線上にあるという事実に気付いた。このことは，座標を用いると，次のように確かめることができる。直角双曲線
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上にあることが分かる。非常にきれいな性質であるが，何故，直角双曲線と三角形の垂心との間にこのような関係があるのか，不思議であった。単に計算を用いて説明するのではなく，幾何的な理由が分かれば，生徒にも興味のもてる問題になるのではないかと思った。

　この問題の幾何的な証明を考えていったところ，結果として直角双曲線のもつ幾何的な性質を探求することになった。そのとき，直角双曲線の角度に関する次のような性質を，大阪教育大学附属高等学校池田校舎の友田勝久先生にご教示いただいた。
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　『直角双曲線上にある原点に関して対称な2点A，D（＝－A）をとる。双曲線上の点Bと点A、Dを結んだ直線と直線ADがなす角度の差｜∠BAD－∠BDA｜は，点Bが双曲線上のどこにあっても一定である。』

（この性質は，座標を用いた計算と幾何的な方法の両方から証明することができる。）

　上の性質は，直角双曲線上にある点が満たす条件として，次のように言い換えることができる。
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　『２定点A，Dを通る直線LA，LDを引いたとき，直線ADと直線LA，LDのなす角を∠A，∠Dとすると，差｜∠A－∠D｜が一定である直線LA，LDの交点は，直角双曲線を描く。』

これは，２定点からの角度の差が一定である点の集まりは直角双曲線になるという，直角双曲線のもつ幾何的な性質を示している。このことを視覚的に示しているのが右の図である。１）２つの円の中心から，等角度で放射状に描かれた直線の交点が描くモアレが見える。２直線の交点のうち，角度の差が一定の点が，直角双曲線を描いていることが分かる。このような図の中に，直角双曲線が現れることが，非常に感動的であった。曲線のもつこのような幾何的な性質に生徒が出会うことは，曲線に対する理解の幅を大きく広げ，興味や関心を高めることに繋がると思うのである。

この角度への視点をヒントに，直角三角形上の三角形の垂心が同じ双曲線上にあることの幾何的な証明を行ってみた。（５．垂心の証明を参照。）

　証明は，直角双曲線の性質を使うことで，行うことができたが，これを授業の中で取り上げることは，無理があると思われる。しかし，座標を用いた計算と幾何的な説明の両方からのアプローチが可能であることから，興味を持った生徒が，さらに探求を進めることができる課題であると思い，授業教材として扱ってみたいと考えた。

　また，本課題を調べているうちに，三角形の１つの頂点を対辺に平行に動かしたとき，垂心の軌跡が放物線を描くことを知った。その軌跡の方程式を求めることは，数学Ⅱを履修した生徒ならば可能である。GRAPESは，点の軌跡を描くだけでなく，同時に関数のグラフを描くことができるため，放物線という予想に対して，関数式を使ってグラフを描いて確かめることができる。関数式のグラフは，今までの幾何作図ソフトの多くでは描くことができないので，GRAPESを用いることの大きな利点である。

　以上から，生徒への課題として，頂点が定直線上を動く方が導入が自然であり，結果も計算によって生徒自ら証明することができるため、①頂点が平行線上を動く場合と，②直角双曲線上を３つの頂点が動く場合の２つを順に提示することにした。

授業は，三角形の垂心の位置を，始めは各自の作図によって求め，その後GRAPESを使って調べて確認をする，最後に問題の条件を変えて発展させてみるという流れで行うことにした。

（2） 生徒の実態

　高校２年生の特進理系生徒６名で，数学Ⅱは履修済みである。学習に意欲的で数学への取り組みも熱心である。発言は，やや出にくいときもあるが，実験や作業などの活動には，積極的に取り組むことができる。

GRAPESは，昨年度，各自が操作をして一度授業で使っている。今年度は，三角関数，指数関数，微分で普通教室での提示形態で使用をしている。

3． 単元の指導目標

（１）　１つの頂点を対辺に平行に動かしたときと，直角双曲線上で３頂点を動かしたときの三角形の垂心を，作図をして求める。

（２）　頂点の動きに伴う垂心の軌跡を，座標を用いた計算と幾何的な方法から考察する。

（3）  直角双曲線のもつ図形的な性質に触れて，曲線のもつ幾何的な性質への興味･関心を高  める。 

4． 本時の学習計画

（１）本時の展開　
	学習

項目
	生徒の学習活動
	経過
	指導上の

留意点
	評価観点

	〔課題1〕の把握
	(1)　△ABCの１つの頂点Aが対辺BCに平行に動くときの垂心Hの軌跡を調べてみよう。

（teichokusenjugyou1.gps）

[image: image7.png]



	導入
	1 垂心の定義を確認する。
	関心・意欲・態度

	垂心の作図

垂心の軌跡を推測する

軌跡の方程式を求める
	(2) 頂点Aの位置を各生徒が異なるように決めさせ，１つの△ABCについて，作図をして垂心を求める。

(3) 各生徒が求めた垂心をGRAPESの画面にプロットして全員の点を基に，垂心がどのような軌跡を描くか推測する。
[image: image8.png]



(4) 生徒が垂心の軌跡を推測しにくいときには，GRAPESで点Aのパラメータを適当な値に変えて，垂心を描き加える。

(5) 垂心が放物線を描くことを見つけさせ，座標を用いて軌跡の方程式を求める。

(6) GRAPESを使って，求めた放物線の方程式と垂心の軌跡が一致するかどうか確認する。

[image: image9.png]ELOBEE p=—0.333x2+1.33





	展

開

１
	①　垂心の作図方法を確認する。

②　各自の点Aの位置が異なるようにする。

③　どう動くか予想を立てさせる。
④　計算については，プリントで補助する。
	知識・理解

表現・処理

考え方

関心・意欲

・態度

知識・理解

表現・処理



	〔課題2〕の把握
	(7) 直角双曲線
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上に頂点がある三角形の垂心の位置を求める。頂点を双曲線上で動かしたときの，垂心の軌跡を調べてみよう。

（suisinjugyou1.gps）

　[image: image11.png]



	展開２
	①　GRAPESで図を提示して説明する。
	関心・意欲・態度

	垂心の作図

垂心の軌跡の確認

幾何的な見方

直角双曲線の性質
	(8) 直角双曲線
[image: image12.wmf]1
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上に各自が頂点A，B，Cを取って，△ABCの垂心を作図をして求める。各自がいくつかの三角形を作り，それぞれの垂心を求める。

(9) 生徒に作図の結果を発表させ，垂心が同じ双曲線上にあることに気付かせる。

(10) GRAPESで頂点を動かして(9)の結果を確認する。

　[image: image13.png]



(11) 座標を用いた計算で結果を説明できることを示す。（解答は，課題とする。時間があれば授業中に考えさせる。）

(12) 直角双曲線と垂心の関係が，なぜこのようなきれいな結果になるのか，幾何的に説明をすることができないか考えさせる。

(13) 幾何的な説明には，直角双曲線の幾何的な性質を使う必要があることを話し，双曲線上の点に関する性質をGRAPESを使って示す。

（suisinjugyou2.gps）（moirejugyou.gps）１）
（モアレ授業用ファイル）

[image: image14.png]A
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	展開２
	①　頂点の位置を各自適当に取らせる。

②　GRAPESを使って頂点がどのように動いても成り立つことを確認する。

③　(12)は，幾何的な見方への導入とし，証明は扱わない。
	表現・処理

関心・意欲・態度

知識・理解

表現・処理

関心・意欲・態度

	垂心の軌跡のまとめと問題の発展
	(14) 三角形の垂心の軌跡が，三角形の頂点の動き方によって，いろいろな図形を描くことを確認する。

(15) この問題を発展させるとしたら，どのような条件の変え方があるか考えさせる。

（teichokusenjugyouhatten.gps）
	まとめ
	①　発展のさせ方には，頂点の動かし方を変えることや，垂心以外の「心」について調べることなどがあることを話す。
	知識・理解

関心・意欲・態度


（２）板書計画

＊プリント参照

三角形の垂心の軌跡　プリント１     2007/03/　　年　組　番　氏名
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〔課題1〕　△ABCの１つの頂点Aが対辺BCに平行に動くときの垂心Hの軌跡を調べてみよう。

(1) 頂点Aの位置を決めて，△ABCの垂心を作図しなさい。

[image: image15.png]



(2)　上の図に，点Aを動かした場合の垂心の位置を描き，垂心がどのような軌跡を描くか推測してみよう。

(3)　垂心の軌跡を，座標を用いて次のように求めてみよう。
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点Bを通り，ACに垂直な直線は，
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点Aを通る辺BC（
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 を消去して求めると，
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よって，垂心の軌跡は，頂点が
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 のとき，垂心の軌跡の方程式は，ｙ＝－　　　
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となる。

(4)　③のグラフを，(1)の図に描きなさい。

三角形の垂心の軌跡　プリント２     2007/03/　　年　組　番　氏名

〔課題２〕　△ABCの３つの頂点が，直角双曲線 
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 の上にあるとき，垂心Hの軌跡を調べてみよう。

(1) 下の直角双曲線上に，３頂点A，B，Cを取り，△ABCの垂心を作図しなさい。
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(2) 3つの頂点A，B，Cが直角双曲線上を動くとき，△ABCの垂心はどこにあるか調べてみよう。結果は，上の図に描いておこう。

(3) △ABCの垂心の座標を，次のように求めてみよう。（解答は，各自の課題とする。）

直角双曲線 
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 上の点の座標を，A
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点Bを通りACに垂直な直線は，　　　　　　点Cを通りABに垂直な直線は，
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①，②の交点が垂心Hだから，交点の座標を求めると，H
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に代入すると成り立つことから，垂心Hは（　　　）＝１上にある。

(4) 垂心が同じ直角双曲線上にあるのは何故か，図形的な理由を考えてみよう。
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【直角双曲線の性質】

直角双曲線上にある原点に関して対称な2点A，D（＝－A）をとる。∠BAD－∠BDAは，点Bが双曲線上のどこにあっても一定である。

この双曲線上の2点をB,Cとすれば，座標で計算すると，

　傾き(BA) = －傾き(BD)

　傾き(CA) = －傾き(CD)

となるので，∠CAB = ∠CDB が成り立つ。


[image: image96.png]


左図は2つの円の中心から，線と線の間の角度が2°の間隔で放射状に描かれた直線の図である。1つの曲線上にあるように見える2本の線の交点について，角度に関するどんな条件が成り立っているか考えてみよう。

上の角に関する性質を用いて，垂心が双曲線上にあることを示すことができる。興味のある人は探求してみよう。（モアレの図と双曲線の性質は，GRAPESの作者大教大附高友田先生から教えていただいたものです。）

〔発展〕課題１・２の条件を変えて発展させるとしたら，どんな問題が考えられますか。

(1)

(2)

	〔まとめ〕

①　三角形の各頂点を動かすと，垂心もある軌跡を描いて動く。

②　1つの頂点を対辺に平行に動かすと，垂心の軌跡は　　　　　線を描く。

③　直角双曲線上にある三角形の垂心の軌跡は，同じ　　　　　　　　上にある。

④　直角双曲線上の点は，関数式
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を満たすだけでなく，図形的な性質を満たす点でもある。このような見方は，他の曲線についても同様である。⇒　数学Cへ


５．垂心の証明

「直角双曲線
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上にある△ABCの垂心は，同じ直角双曲線
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上にある」ことの幾何的な証明
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△ABCの頂点を，直角双曲線
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上に取ります。
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)とすると，計算によって△ABCの垂心Hの座標は(
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)となるので，同じ直角双曲線
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上にあることが分かります。

　きれいな結果であると同時に，何故そうなるのか興味深い問題だと思いました。このことを幾何的に証明することを試みました。

【直角双曲線上の三角形に成り立つ性質】

直角双曲線上に任意の3点A，B，Cを取り，△ABCを作る。
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〔性質ⅰ〕

頂点Aの原点に関して対称な点をD(＝－A)とする。このとき，頂点Bを双曲線上のどこに取っても，直線ACと
[image: image57.wmf]x

軸とのなす角を
[image: image58.wmf]d

とすると，
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が成り立つ。この関係は，他の各頂点と角に対しても同様に成り立つ。

〔証明〕

右の図で，
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，
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とおく。点Bを通る
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軸に垂直な直線
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に関して，点Aと対称な点をA’とすると，【追補】〔直角双曲線の幾何学的性質〕から，

傾き(AB)＝－傾き(BD)

ゆえに，直線ABとBDは直線
[image: image66.wmf]l

に関して対称な直線より，点A′は直線BD上にある。

よって，
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より，
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直線ACと
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軸とのなす角を
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とすると，
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ここで，
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はA，Cが変わらなければ一定となるので，
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点Ｂがどこにあっても，(ⅰ)の関係は右図のように成り立つことが分かる。
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〔性質ⅱ〕
　直角双曲線上にある点Pに対して，
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とするとき，
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となる点Hが同じ双曲線上に，頂点B以外に1点だけ存在する。このとき〔性質ⅰ〕から，∠BAH＝∠BCH・・・(ⅱ)が成り立つ。

〔証明〕
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なぜならば，頂点Bと点Hに対して，
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となるが，
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は点A，Cが変わらなければ一定であるから，

「
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いま，頂点Bに対して，△BCDの外接円を描くと，双曲線との交点は点B，C，D以外に1個存在する。

この点をHとすると，円周角定理より，
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すなわち，

∠BAC－∠BCA＝∠HAC－∠HCA

ゆえに，

∠BAH＝∠BCH・・・(ⅱ)　　　　　　　　　　　　　　　〔性質の証明終〕

　以上の直角双曲線上の三角形に成り立つ性質をもとに，「直角双曲線上にある△ABCの垂心が同じ直角双曲線上にある」ことを示す。
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〔証明〕　直角双曲線上に頂点がある△ABCにおいて，頂点Aの原点に関して対称な点をD(＝－A)とする。このとき，〔性質ⅱ〕より，△BCDの外接円と双曲線の４つの交点のうち点B，C，D以外の点をHとすると，
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頂点BとCを入れ替えても成り立つので，
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直線AHとBC，直線BHとAC，直線CHとABの交点を，それぞれL，M，Nとする。

②と円周角の定理の逆から，4点A，M，L，Bは同一円周上にある。

よって，円周角定理および①から，

∠BAL＝∠HML＝∠HCL

ゆえに，4点L，C，M，Hは，同一円周上にあり、四角形LCMHの対角の和から，
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また，

△ABL∽△CBN （①より２角相等）

△AHM∽△BHL（②より２角相等）

より，
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よって，AL⊥BC，BM⊥AC，④からCN⊥ABであるから，点Hは△ABCの垂心である。

以上から，直角双曲線上にある△ABCに対して，①，②を満たす点Hが同じ双曲線上にただ１つ存在して，点Hは△ABCの垂心であるから，直角双曲線上にある△ABCの垂心は，同じ直角双曲線上にある。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔証明終〕

【追補】上記の（性質ⅰ）の証明で使われている次の〔直角双曲線の幾何学的性質〕を，大阪教育大学附属高等学校池田校舎　友田勝久先生からご教示いただきました。
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〔直角双曲線の幾何学的性質〕
　直角双曲線 xy=k 上にある，原点対称な
2点をA，Dとする。

この双曲線上の2点をP,Qとすれば，
座標で計算すると，

　傾き(PA) = －傾き(PD)

　傾き(QA) = －傾き(QD)

となる。

よって，∠PAQ = ∠PDQ が成り立つ。
さらに，上記の証明に対して，流れを整理して次のような3段階に分けて行う方法を，提案していただきました。了解を得て細部に若干の変更を加えたものを記しておきます。


（予備定理1）

　直角双曲線 x y = k 上にある，原点対称な
2点をA , Dとする。

この双曲線上にA , Dと異なる2点P , Qを
とると

∠PAQ = ∠PDQ が成り立つ。

［証明］

座標で計算すると，

　傾き(PA) = －傾き(PD)

　傾き(QA) = －傾き(QD) 

となるので，結論を得る。

（予備定理2）

　△ABCと点Hがあり，

∠BCH = ∠BAH　・・・①
∠CBH = ∠CAH　・・・②
が成り立つとき，点Hは△ABCの垂心である。

［証明］

直線AH，BH，CHがそれぞれ対辺と交わる点をL，M，Nとする。

　②より，４点A，B，L，Mは同一円周上にある。よって，

∠BML = ∠BAL = ∠BAH
これと①より，


∠BML = ∠BCH
よって，４点L，C，M，Hは同一円周上にあり，

∠BMC + ∠ALC = 180°・・・③

一方，円周角定理より

∠AMB= ∠ALB 
であるから，


∠BMC = ∠ALC  ・・・④
③④より，

∠BMC = ∠ALC = 90°
以上より，点Hは△ABCの垂心である。

直角双曲線上に頂点を持つ△ABCの垂心は，同じ双曲線上にある。

［証明］

　双曲線の中心に対する点Aの対称点をDとし，△DBCの外接円と双曲線の４つの交点のうち，D , B , Cと異なるものをHとする。

　このとき，（予備定理1）と円周角定理より，

∠BAH = ∠BDH = ∠BCH

∠CAH = ∠CDH = ∠CBH

  よって，（予備定理2）より，点Hは△ABCの垂心である。

大教大附高池田校舎　友田勝久先生には，直角双曲線の幾何学的性質に関すること，および証明を見通しのよいものにするための数々の貴重なご助言をいただきました。この場をお借りいたしまして，心から感謝を申し上げます。ありがとうございました。

　今回，直角双曲線と三角形の垂心の関係について考えてみたことで，双曲線上の点がもつ興味深い角度の関係を知ることが出来ました。大変大きな収穫でした。まだまだ，隠されている性質があるような気がしています。双曲線や垂心は，授業で取り上げられる機会が少ない題材ですが，こうしたきれいな性質にふれる機会をぜひ持ちたいと思いました。

（2007.1　2008.3.3改訂　聖徳中高　小野田　啓子）

６．授業アンケート結果

　　　　　　　　　　　　授業自己評価表（記入結果）                   2007/3/13

１．次の項目について，あてはまるものに丸を付けてください。（生徒数　6名）
（1） 授業に積極的に参加をすることができましたか。

①　はい　　　②　いいえ　　　③　どちらともいえない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6名

（2） 三角形の垂心を作図することができましたか。

①　はい　　　②　いいえ　　　③　どちらともいえない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5名　　　　　　　　　　　　　　1名

（3） 「〔課題１〕頂点が対辺に平行に動くときの垂心の軌跡」を推測することができましたか。

①　はい　　　②　いいえ　　　③　どちらともいえない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5名　　　　　1名

（4） 〔課題１〕の垂心の軌跡を計算で求める方法が分かりましたか。

①　はい　　　②　いいえ　　　③　どちらともいえない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5名　　　　　　　　　　　　　1名

（5） 「〔課題２〕直角双曲線上にある三角形の垂心」が同じ双曲線上にあることを作図で確認できましたか。

①　はい　　　②　いいえ　　　③　どちらともいえない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6名

（6） 〔課題２〕の垂心が同じ直角双曲線上にあることを計算で確かめられましたか。

①　はい　　　②　いいえ　　　③　どちらともいえない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4名　　　　　　　　　　　　　2名

（7） 直角双曲線の図形的な性質に興味を持ちましたか。

①　はい　　　②　いいえ　　　③　どちらともいえない

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4名　　　　　　　　　　　　　2名

　　　　＊あなたが興味を持った性質を書いてください。

	・モアレの図（2名）

・いろいろな図形の垂心，外心，内心，重心の軌跡。

・直角双曲線上の三角形の垂心は，その曲線上にできること。


２．今日の授業について，感じたこと思ったことなどの感想を自由に書いてください。

· 分かりやすくて，「分かった」という実感がもてました。

· いかにも入試問題のようなものにも，美しい図形的性質がかくされていてとてもおもしろいと思いました。他にもいろいろな問題を見てみたいです。

· それぞれの性質等を楽しみながら学べました。

· とてもおもしろかった。図形の性質につながるところが，やはり数学の知識の奥深く，おもしろいところだと思った。単に「こういう性質です。」ということじゃなくて，応用・発展していくところが，数学はすごい！それに改めて気づいて，より数学に興味が湧いた。

· 図形的な性質がいろいろあることが分かった。

· 頂点が対辺に平行に動くときの垂心が，一定の動きをするのが不思議でした。
７．実践のまとめ

（1） 作図による探求作業

高校生になると，幾何の問題を考えるときにも，作図を行う機会が非常に少なくなってしまう。しかし，解の予想がつかないとき，関数の問題で具体的に値を計算して求めるのと同じように，線を引いてみる，点をとってみることは，有効な問題解決の方法である。今回の授業展開を考えたとき，具体的な作業を通して，生徒に解の予想を立てさせたいと考えた。

生徒全員が求めた垂心を黒板に出しあった結果，軌跡が曲線を描くかもしれない，さらに細かく調べてみたら軌跡が求められるのではないかと考えるようになった。そこで，GRAPESを用いて細かく点を取ってみようという動機に繋がった。

生徒にとって，作図による探求作業が，問題を把握する課程，また問題解決への動機付けとして有効に活用できたといえる。問題解決の道筋において，具体的にどのような作業を，どう取り組ませるかということは，大切なことである。

（2） 垂心の軌跡の計算による証明と幾何的な方法からの考察

GRAPESで垂心の軌跡を描いた結果，軌跡が放物線や直角双曲線になるようだということがわかった。そこで座標を用いた計算によって軌跡を求め，得られた方程式のグラフを描いて点と重なることを確かめた。

点が描く形から，生徒は帰納的に放物線や双曲線になることを予想したが，それを確かめる方法として，座標による計算は有効で簡潔な証明方法であると感じることができたと考える。

一方，図形問題は解析的に解く方法以外に，幾何的な解法も考えられる。2点から等距離にある点の軌跡を例にして，2つの方法を思い出してもらった。一般には，幾何的な方法による証明の方が，直接的で明快であると感じる。２）しかし，どちらの証明方法が簡単であるかは，問題による。今回は，２つの問題とも計算による証明が容易であった。

授業では，直角双曲線上にある三角形の垂心はなぜ同じ双曲線上にあるのか，幾何的にも説明できるのではないかと生徒に問いかけた。ただし，証明は授業では行わずに，幾何的に説明することも可能であるということを伝えるに留めた。この点は，興味をもった生徒への課題とすることにした。

（3） 直角双曲線の幾何的な性質と，曲線のもつ幾何的な性質への興味･関心

授業では，直線のなす角度の差によって現れるモアレから，直角双曲線のもつ幾何的な性質を説明した。１）GRAPESを使って直線のグラフを描くことで，モアレをきれいに見ることができた。図を描いたときの生徒の歓声と，モアレと直角双曲線の幾何的な性質が結びつくことを知ったときの生徒の驚きは非常に大きかった。

この図については，生徒は速くきれいで正確にグラフを描くことができるコンピュータの良さを感じることができた。教材研究の段階で，GRAPESを使わずに，5度，3度，2度刻みで手書きで直線を描いてみた。しかし，手書きでは正確にきれいに描くことは難しく，モアレを見ることは難しかった。このことは，この授業とは別の機会に生徒に話し，手作業でできることと，コンピュータでできることについて考えてもらった。

曲線が，単に関数の式として表されるだけでなく，幾何的な性質を満たす点の軌跡として求められるという見方は，生徒にとって新しい経験であった。始めから，幾何的な条件をもとに曲線の定義を学ぶのではなく，こうした経験を通して曲線のもつ幾何的な性質に触れておくことは，曲線や数学に対する興味・関心を高めることに繋がったのではないかと思う。

（4） 問題の発展

最後に，課題の条件あるいは一部を変えて，問題を発展させることに取り組ませた。

　生徒の方から，頂点を定直線上を動かす替わりに，円周上や放物線上を動かすとどうなるかという発言が出た。今回は時間が足りず，授業内で全部を確かめてみることはできなかったが，興味ある問題として今後の各自の課題とした。

　また，もうひとつこちらから発問して，垂心以外の三角形の内心，外心，重心の軌跡はどうなるかという問題も考えてみることにした。GRAPESで簡単にこれら４つの点をとることができるので，生徒に予想を立てさせてから，実際に新たな３つの心の軌跡を描いて点の軌跡を確かめた。

　以上のように，問題の条件を変えて発展させてみることは，授業で取り組んだ課題を振り返ることになる。そして，「何を変えることができるか」という問題を明らかにしようとする主体的な活動に繋がる。最初生徒も戸惑うが，アイディアを言わせてみると，いろいろな問題を考え始めることがわかる。このような問いを繰り返し行い，問題を発展させたり応用することに，意欲的に取り組もうとする生徒を育てて行きたいと思う。

〔参考文献〕

１）　大阪教育大学附属高等学校池田校舎　友田勝久先生　「VISUAL数学を目指して」
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